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NISNVIINHUNOM

Oppgave 1. Vi kan tenke pd opptjente poeng som en sum av to typer poeng:
Radpoeng og kolonnepoeng. Nar du setter et kryss i en rad med i kryss fra for,
far du i radpoeng. Totalt fairduda O+ 1+ 2+ -+ (n—1) = n(n — 1)/2
radpoeng fra denne raden. Fra alle n rader fir du n?(n — 1)/2 radpoeng. P&
samme mate fir du n(n — 1)/2 kolonnepoeng, og dermed i alt n?(n — 1) poeng
totalt, uavhengig av i hvilken rekkefolge du setter kryssene.

Oppgave 2. Forst legger vi merke tilatform = 1l,ermn—1=n—-1|n3 -1
(fordin>—1=m-1)(n*+n+1)).0gdersomn = 1,ern®> —1 = 0, og alle
tall gar opp i 0. S alle tallpar (m,n) med m = 1 eller n = 1 oppfyller kravene
i oppgaven.

Nar vi skal undersoke andre muligheter, kan vi altsd antam > 1 ogn > 1.

Dersom m = n?, er betingelsen oppfylt (den blir n3> — 1 | n® — 1), og dersom
n = m?, er den ogsé oppfylt (den blir m® — 1 | m® — 1, som er sann fordi
mb —1=(m>—-1)(m3+1)).

Den gitte betingelsen gir i tur og orden:

mn—1]|n%-1, mn—1|mmn®-1) = (mn—1n?+ (n? — m),
mn—1|n?—-m, mn—1|mn?—-m) =(mn—-1n+ (n —m?),
mn—1|n—m? mn—1|mmn-m?)=mn-1)+ 1 -m?),

mn—1|m3—1.

Sidenvind antaratn > 1,girmn—1|n*—latmn—1<n3>—1,s4m < n% P4
samme méte gir antagelsen m > 1 sammen med mn — 1 | m® — 1 atn < m?,

Anta nd at m < n% Da gir mn — 1 | n> — m oss ulikheten mn — 1 < n? — m,
altsd mn < n®> —m+1 < n? sd m < n. Dersom ogsé n < m?, far vi pd samme
mate n < m, som er en motsigelse. Det er derfor ikke flere muligheter enn de
vi allerede har funnet.
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Oppgave 3.

a. Om radiene i de tre sirklene er a, b og c, s er omkretsen av trekanten med
hjerner i sirkelsentrene lik 2a + 2b + 2¢c,sda+ b + ¢ = % mens summen av
arealene er 7(a® + b% + ¢?). Vi vet at

[ a2 2 1 o2
a +b3+c Za+§)+c (AM-QM)

med likhet hvis og bare hvis a = b = ¢ (i sé fall lik ¢). Det gir 7(a® + b®+¢?) >

%(a +b+c)P= 1—7; med likhet nar alle tre sirkler har samme radius.

b. Ved a sette inn x = 1 ogy = 2019 ser vi at f(1) = 1. Deretter setter vi inn
y = 1, og far at f(2019/x) = f(x). Na ser vi at den opprinnelige funksjonal-
ligningen gir f(x)f(y) = f(xy). Spesielt er f(x)*> = f(x?), sd f(x?) > 0, altsd
f(x) > 0for x > 0. Videre blir nd f(x)? = f(x)f(2019/x) = f(x(2019/x)) =
f(2019) = 1,54 f(x) = +1. Dermed er f(x) = 1 for alle x > 0. Dersom x < 0
ogy > 0,er f(x) = f(x)f(y) = f(xy). Det gir at f(x) har samme verdi for alle
x < 0. Vi har to muligheter: f(x) = 1 for alle x # 0, eller f(x) =1 forx > 0
og f(x) = —1for x < 0. Begge disse fyller kravene i oppgaven.
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Oppgave 4. Se figur:

Vi starter med firkanten LMNK (red i figuren): Det er kjent at heyden fra en
grunnlinje til tyngdepunktet i en trekant er en tredjedel av heyden til toppunk-
tet. Det folger at MN || AC || KL og LM || BD || KN, s& LMNK er et parallello-
gram, og KN = %BD mens KL = %AC. Spesielt er KN : KL = BD : AC.

Ortosentrene Q, R, S og T (hjernene i den bla firkanten) er der normalene fra
A, B, C og D pa diagonalene AC og BD metes, og sidekantene i firkanten er
segmenter av disse normalene. Spesielt er RS 1 AC og QT L AC, slik at RS ||
QT. Likeledes er QR L BD og ST L BD, slik at QR || ST. Altsé er ogsé QRST et
parallellogram.

Fordi sidekantene i LMNK stér ortogonalt pa sidekantene i QRST, er QRS =
2#NKL og 2TQR = #«MKL.

Forholdet mellom sidene i et parallellogram er lik forholdet mellom heydene i
samme parallellogram, som man ser ved & trekke de to heydene fra ett hjorne
og bite merke i to likeformede trekanter som oppstar.

Vi kan finne forholdet mellom haydene i QRST ved & trekke en normal AF fra
A pa (forlengelsen av) sidekanten ST og en normal BG fra B pa (forlengelsen
av) sidekanten RS. Trekantene AFC og BGD er likeformede, fordi FC L BD og
AC 1 GD. Dermed er BG : AF = BD : AC.

Vi har nd vist at QRST og LMNK er parallellogrammer med samme vinkler og
samme sideforhold, s de er likeformede.



